ECE1 Correction Feuille Exercice 4 2019-2020

Correction Feuille Exercice 4

¢ Exprimer des évenements en fonction d’intersection, d’union et du
complémentaire

Exercice 9
On lance 3 dés & 6 faces et on note les résultats obtenus. L'univers est = [1,6]°. Soit A; 1’événement
”On obtient un 6 au i®" tirage” pour i € [1, 3].

1. [By = A 2. | By = A N Ay 3. Bs=AnA;nA; 4 [Co=AiNANA

5. 1C1=(A1NA;NA;)U(ANANA3) U (A N AN Az)

6. |[Co=A,NAyNA;

Exercice 10 (*)

On considere une urne U contenant deux boules blanches et une boule noire indiscernable au toucher ainsi
qu'une urne V' contenant une boule blanche et trois boules noires, elles aussi indiscernable au toucher. On
note les évéenements U : "On tire une boule dans I'urne U" et NV : "On tire une boule noire". Exprimez les
évenements suivants :

1. A : "On tire une boule dans 'urne V"

2. B : "On tire une boule noire dans I'urne U ou une boule noire dans 'urne V' ". On a

B=(NNU)U(NNV)]

3. L’évenement B est le méme que I’évenement N. Ainsi

N=(NNU)U(NNV)

Exercice 11 (**)

On effectue n tirages dans une urne qui contient des boules rouges et vertes. On note R; I’événement "On
i u i S Dé i i ove i ove

tire une boule rouge au i“™¢ tirage." Déterminer en fonction des éveénements R;, les évenements

.| A=RiUR,U...UR, B=RiNRyN...NR,

I
(-
&
I
-
&

¢ Déterminer la probabilité d’une union finie.

Exercice 12

On lance 3 fois un dé a 4 face et on note les évéenements A; : " On obtient 4 sur le dé au i°™¢ lancer". On
définit enfin les évenements B; : "On obtient au moins un 4 lors des ¢ premiers lancers'. On a By = A;
donc

P(B) = P(A) = |
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On a By = A; U A,. Les évenements A; et Ay ne sont pas disjoints (mais ils sont indépendants) donc
on utilise le crible de Poincaré :

P(B,) = P(A}) + P(A;) — P(A; N Ay)

1 1 1 1
“1t1T1xa
T
" 16

Enfin, B3 = A]UA;UA3. Les événements A;, Ay et A ne sont pas disjoints (mais ils sont indépendants)
donc on utilise le crible de Poincaré :

P(B3) = P(Ay) + P(Ay) + P(As) — P(A1 N As) — P(A2 N Az) — P(A1 N A;) + P(AL N Ay N A3)

_111111111111
IR R R I R e
3 3 1

"1 T w

46 23

"o 32

Exercice 13 (*)
On considere I'expérience aléatoire consistant a effectuer n tirages avec remise (avec n > 4) dans une urne

contenant 1 boule noire et 2 boules rouges.

1. Afin de calculer la probabilité de I’événement C', on introduit les événements Ny, (resp. Ry) : "On tire
une boule noire (resp. rouge) au k"¢ tirage'. Alors on a C' = (N; N N,,) U (R; N R,,). En appliquant
les formules du cours (on rappelle que les évenements R; et R, sont indépendants, les évenements
Ny et N, sont indépendants et les évenements (N; N N,,) et (R; N R,) sont incompatibles.

P(C)=P((NiNN,) U (R NR,))
(NMiNN,)+ P(RiNRy)
(Ny) x P(N,,)+ P(Ry) x P(R,)
1 2 2
X o4 - X2
3 3 3

2. On considere les évenements D : "Les tirages 1 et 2 aménent chacun une boule noire", c¢’est a dire
D = Ny N Ny, F : "Les tirages 2 et 3 amenent chacun une boule noire", c¢’est a dire F' = Ny N N3, et
G : "Les tirages 3 et 4 amenent chacun une boule rouge", c’est a dire G = R3 N R4. On cherche alors
la probabilité de I’évenement D U F'U G. Les évéenements D, F' et GG ne sont pas incompatibles. On
utilise alors le crible de Poincaré sachant que

1 1 1
(D) (N; N Ny) 3><3 9
P(F) = P(NyA N;) = 2 x 1 = 1
e TR T
2 2 4
P :P = — —_ = —
(G)=P(RsN Ry) = 5 x 3 =3
P(DﬂF)—P(NﬂNﬂN)—lxlxl—i
e L TN TN S
1 1 2 2 4
P(DﬂG)—P(NlﬂN2ﬂR3mR4>—§XngXg—g
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Enfin P(GNF)=P(NaN N3N R33N Ry) = P(0) =0 et de méme P(DNFNG)=0.On a alors

P(DUFUG)=PD)+P(F)+P(G)—P(DNF)—P(DNG)—-P(FNG)+ P(DNFNG)
1 1 4 1 4

“otoTg oy e Ot
54T

81 8l

47

~ 8

Exercice 14 (**)
On considere des évenements (A;)co;n) formant un systéme complet d’événement et tel que

Vie [in], P(A;)= n<n’+1>

Les événements (Ai)ie[[(];n]] formant un systeme complet d’évenement, alors
P(Ay) + P(A) +...+ P(A,) = 1.
et donc

P(Ay) = 1— (P(A1) + ... + P(Ay))

:1—( L |2 +...+n>
nn+1) n(n+1) n(n+1)

! (1+2+...+n)
=1- .t n
n(n+1)
1 1 n(n+1)
B n(n+1) 2
1 1
:1—7:7
2 2

¢ Déterminer la probabilité d’une intersection finie.

Exercice 15
Dans une urne, il y a 8 boules vertes et 12 boules rouge. On tire 2 boules I'une apres 'autre. On considere
'événement Vj, : "On tire la boule verte au k*¢ tirage"

1. On remet la boule tirée dans I'urne. Les évenements V) et V5 sont donc indépendants et

2 2 4
(VinVa) = P(Vi) x P(Va) = = x = = o
2. On ne remet pas la boule tirée dans I'urne. Cette fois ci les deux évenements ne sont pas indépendants
donc
2 7 14
P(V —pP P, (Vo) = 2 _ .

(En effet, si on a tiré une boule verte au premier tirage alors il reste 7 boules vertes et 12 boules
rouges dans 'urne.)
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Exercice 16 (*)
On considere 'expérience aléatoire consistant a effectuer 3 tirages dans une urne contenant 3 boules noires

et 5 boules rouges. On suppose que les tirages se font sans remise. On introduit alors les évenements Ny, :
"On a pioché une boule noire au k"¢ tirage" et R; : "On a pioché une boule rouge au £°¢. On compare
alors P(Ry N NaN R3) et P(N7 N Ry N N3). On a d’apres la formule des probabilités composées :

P(Rl ﬂNg N Rg) = P(Rl) X PRl(N2) X PRlﬁNQ(RB)

5 3 4
= - X =X —

8 7 6

5 3 4
= X — X
4x2 7T 3x2
_5
- 28

D’un autre coté,
P(N1 N R2 N Ng) = P<N1> X PNl(RQ) X PNlmRQ(N3)

3 5 2
= - X=X =

&8 7 6

3 5 2
= X = X
4x2 7T 3x2
_5
56

‘On a donc deux fois plus de chances d’obtenir R-N-R que N-R-N

Exercice 17 (**)
On dispose de deux urnes. L'urne U contient une boule blanche et quatre boules noires; I'urne V contient
trois boules blanches et deux boules noires. Dans 'une des urnes choisie au hasard, on effectue une série
de tirages d’'une boule avec remise (tous les tirages ont lieu dans la méme urne). Soit A; I’évenement “la
i-eme boule tirée est blanche”.
1. On note I'évenement U (resp. V') :"On tire les boules dans 'urne U (resp. dans 'urne V)". Les
évenements U et V forment donc un systéeme complet d’évenement. En appliquant la formule des
probabilité totale, on a

P(A}) = P(U) x Py(A,) + P(V) x Py(A)
_L r s
2 57275
T4 2
10 5

De la méme facon, (les tirages s’effectuant avec Remise), on a

P(Ay) =

Pour calculer la probabilité de A; N As, on utilise également le systéme complet d’éveénements (U, V).

P(Al ﬂAg) = P(U) X PU(Al ﬂAg) +P(V) X Pv(Al ﬁAg)
111 1 3 3 10 1
:7774—7)(7)(7 =
255 2 5 5 50 5
Or, on a également
2 2
P(A1>XP<A2)25X527
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‘Les évenements A; et A, ne sont pas indépendants.

2. On ne va pas utiliser directement la formule de I'indépendance. Il faut d’abord passer par le systeme
complet d’évenements (U,V) et la formule des probabilités totales :

P(AiNAyN...NA,) =PU)Py(AiNAsN...NA,)+P(V)Py(AiNAN...NA,)
1 1 3 3
D

.Xg—|—§><g><...><

« Ly

X X
-3(5) *36)
2 2
3. On cherche la probabilité Pa,na,n. 4, ,(A,). En appliquant la formule du cours

P(AiNAyN...A,_1NA,)
P A, =
Ain a0 dn-1 (An) P(ANAN... N A,

(5) ()

L\J\r—t

4. On cherche la probabilité P4, 4, (U). D’apres la formule de Bayes,

PU)

Pyn.na,(U) = PAN..NA )PU(Alﬂ...ﬂAn)

1
_ 2 I\
HOEON 2
2 \5 2\b
1
143

Déterminer une probabilité conditionnelle. Utiliser la formule des pro-
babilités totales.

Exercice 18
Dans une classe ’ECE, On a 1/3 de garcons pour 2/3 de filles. Au dernier SIGMA, 2 gargons sur 5 ont

au dessus de la moyenne alors que 7 filles sur 10 ont obtenus moins que la moyenne. On choisit un éleve
au hasard.
1. On introduit les évenements F' : "L’éleve est une Fille" et A : "L’éleve a obtenu plus que la moyenne".
On cherche alors la probabilité (donnée dans 1’énoncé)

Espaces de probabilité fini. M Leboucher
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2. On cherche la probabilité P(F N A). En utilisant la formule des probabilité composée

2 3 1
P(FNA) = P(F) x Pp(A) = 2 x == = .

3. On introduit en plus I'événement G, "Iéleve est un gargon'. Les évenements (F,G) forment un
systeme complet d’évenement, donc en utilisant la formule des probabilités totales,

P(A) = P(F) x Pp(A) + P(G) x Ps(A)

2 3 1 2
“3%10 7355
12
5715
o 1
R

4. On tire maintenant au hasard un éleve parmi ceux qui ont obtenus la moyenne. On cherche Py (F).
En utilisant la formule de Bayes

_ P(ANF)
PA(F)_W
1
_5/_3
=1=5
3
1 1 1 1 1 ,
5. Ona P(G) = 3 P(A) = 3 donc P(G) x P(A) = 3%3 7% On a également
1 2 2
(ANG) = P(G) x Pold) = 2 x 2= 2

Ona P(ANG) # P(A) x P(G) donc

‘les évenements A et G ne sont pas indépendants. ‘

Exercice 19 (*)

Une compagnie d’assurance répartit ses clients en trois classes Ry, Ry et R3 : les bons risques, les risques
moyens, et les mauvais risques. Les effectifs de ces trois classes représentent 20% de la population totale
pour la classe Ry, 50% pour la classe Ry, et 30% pour la classe R3. Les statistiques indiquent que les

probabilités d’avoir un accident au cours de I'année pour une personne de I'une de ces trois classes sont
respectivement de 0.05, 0.15 et 0.30.

1. On note A I’événement "Avoir un accident dans l'année" et on cherche P(A). Les événements

(R1, Ry, R3) forment un Systéme complet d’événements. En utilisant la formule des probabilités
totales, on a

P(A) = P(Ry) x Pg,(A) + P(Ry) x Pg,(A) + P(R3) x Pg,(A)
L5 1 13 3
57100 27 100 10 T 10

1159
=700 200 100
B
200 40
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2. On cherche la probabilité P;(R;) a l'aide de la formule de Bayes

P(R)

P(A)

Pi(Ry) = Pg, (A)

95

100

0 9%
5 33 100
4 %19
330
76

330

Exercice 20 (**)

Un joueur débute un jeu vidéo et effectue plusieurs parties successives. On note G,, I'événement "Le joueur
gagne la n—ieme partie et p,, la probabilité de ’évenement G,,. On admet que p; = 0, 1, que s’il gagne une
partie, la probabilité de gagner la suivante est égale a 0,8. S’il perd une partie, la probabilité de gagner la

suivante est égale a 0, 6.

1. Le systéme (G1,G1) est un systéme complet d’événement. En utilisant la formule des probabilités

totales :

P(Gg) = P(Gl) X PG’1 (Gg) + P(G71) X PE(G2>

=0,1x0,840,9x0,6
=0,8+0,54
=0, 62

‘On conclut que py, = 0, 62. ‘

2. On cherche La probabilité Pg,(G1). En utilisant la formule de Bayes, on a

P(Gh)
P(Gy)

Pa,(Gy) = X Pg:(Ga)

3. Soit n un entier naturel non nul, on consideére le systéme complet d’événement (G,,, G,,) et on applique

la formule des probabilités totales :

Pni1 = P(Gny1) = P(G) X Pa, (Gnyr) + P(GTI) X P@(Gn-kl)

= pp x 0,8+ (1 —p,) x0,6
=0,2p, +0,6

Espaces de probabilité fini.

M Leboucher
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. 1 3
On a donc bien p,,1 = gpn + o
4. On reconnait que la suite (p,)nen+ st une suite arithmético-géométrique de premier terme p; = 10
, , . 1 3
On résout I'équation = = gq: + =
1 N 3 4 3 3
T=-TH <= —r=-<=1r=-
5 5 5 5 4

3
On pose alors la suite (v,,) définie par v,, = p,, — 7 On vérifie que la suite (v,,) est géométrique. En
effet

3
Un+1=pn+1—1
1,33
T 5T s Ty
_1( +3>+12 15
5\ 1) T2 20
1, .3 3
5" 20 20
1
~ 2y,
5

1 3 2 15 13
L . 7 ’ . A Z D l _ 2 _ 2 2 _ 2 N
a suite (v,) est donc géométrique de raison 5 e plus v; = py 1-30 " 20 50 ous avons

13 1\
donc pour tout n € N*, v,, = ~30 X (5) . On en déduit donc que

4 20 5

3 13 1\ !
Vn € N pn:—><<) )

Exercice 21 (*** Le jeu des portes)

On dépose au hasard un cadeau derriere I’'une d’entre trois portes. Un jeu consiste a trouver ce cadeau en
deux étapes. D’abord vous choississez une porte; puis I'organisateur vous montre parmi les deux portes
restantes, une porte derriere laquelle le cadeau ne se trouve pas. Vous avez alors la possibilité entre changer
de choix ou le garder : que faites-vous ?

Espaces de probabilité fini. M Leboucher



